Soluciones del Segundo Examen Eliminatorio

1. Un pastel se corta quitando cada vez la tercera parte del pastel que hay en el momento de
cortar. Después de cortar tres veces, queda una fraccion irreducible del pastel original. Si

la fraccion irreducible se escribe de la forma %, ¢cudl es el valor de a + b? Por ejemplo, si

;1
quedara; delpastel,a=1,b=3ya+b=4.
Nota: una fraccion irreducible es aquella que esta en su forma mas simplificada, es decir,
cuando el numerador y denominador no tienen ningun factor en comun.
Solucion:

. £ . 1 ;2 ;2
En el primer corte, después de quitar 3 del pastel, quedaran > En el segundo corte quedaran 3 de los
2 .2 2 4 ;2 4 .2 4 8
=, es decir = X = = -, En el tercer corte quedaran = de los -, es decir = x - = —.
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La fraccion - €s irreducible, pues 8 y 27 no tienen ningun factor en comun.

Elvalordea+bes 8+ 27 = 35.



2. Fernanda dobla la cuadricula de nimeros dos veces como se muestra. Después hace un
hoyo en el circulo negro marcado. ¢, Cudl es la suma de los numeros por los que se hizo la
perforacion?
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Solucioén:

Si “desdoblamos” la hoja que Fernanda dobld, tendremos:
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La suma de los nimeros por los que se hizo la perforacion sera 4 +5+ 1+ 2 = 12.



3. En la siguiente figura ABCD es un paralelogramo. ¢ Cual es la medida en grados de x?
A D

83°

Solucion:

Como ABCD es un paralelogramo, el angulo 2CBA tiene la misma medida que el angulo £ADC =
43°,

En el triangulo ABE, el angulo en A mide 83°, el angulo en B mide 43°, por lo que el angulo en E
tiene que medir 180° — 83° — 43° = 54°.

El angulo x es el angulo suplementario del angulo £ZAEB = 54°. Entonces, el angulo x mide 180° —
54° = 126°.



4. Los cuadrados elegantes, son aquellos cuadrados perfectos que terminan en 9.

Ricky, un caballero elegante quiere ser el mas elegante de los elegantes, por lo cual debe
sumar los primeros 38 cuadrados elegantes sin calculadora. Lo cual es una hazafia nunca
antes lograda. Sin embargo, Ricky llega ante el congreso de los elegantes, con el ultimo
digito del resultado, y consideran que es prueba suficiente de que él lo logré. ¢ Cual es el
digito que dio Ricky?

Nota: un nimero es un cuadrado perfecto si se puede escribir como la multiplicacién de
dos numeros enteros iguales. Por ejemplo, 4 = 2 X 2.
Solucién:

Queremos saber cual fue el digito que dio Ricky. Sélo nos interesa calcular la suma del digito de las
unidades de los primeros 38 cuadrados, ya que cualquier otro digito (en las decenas, centenas, etc.)
nunca cambiard el valor que tenga en las unidades.

Los cuadrados elegantes tienen la propiedad de que su digito de las unidades es 9. La suma del
digito de las unidades de los primeros 38 cuadrados elegantes es 38 X 9 = 342.

El digito que dio Ricky sera el digito de las unidades de 342, es decir, 2.



5. ¢Cuanto es la suma de las cifras del nimero N = 10°?> — 92? Nota: 10°? es el nimero
representado con un 1 seguido de noventa y dos 0s, 1000 --- 000.
Solucién:

Como 102 tiene 93 digitos, un 1 y noventa y dos 0s, 1092 — 92 tendra 92 digitos.

Al restar 92 a 10°%, el resultado sera de la forma 999 ---9908. Como el nimero tiene 92 digitos,
noventa seran 9s, uno un 0 y uno un 8.

La suma de los digitos de N sera9 x90+0x1+8x1=810+0+ 8 = 818.



Tzoali estd formando varios examenes para la OMMAGS. Tiene 10 hombres de olimpicos
que participaron en afios pasados en la Olimpiada y en cada problema de los examenes
quiere usar el nombre de algun olimpico.

Tzoali tiene que formar un examen con 5,6 o 7 problemas. El escribe todos los distintos
examenes que puede formar de forma que cada problema use el nombre de un solo
olimpico. Un nombre lo pudo haber usado en uno, varios o ninguno de los problemas de un
examen.

¢ Cuantos de esos examenes tienen el mismo nombre en el primer y ultimo problema?
Solucion:

Contemos cuantos examenes diferentes, de 5 problemas, se pueden formar tales que el primer y
Gltimo problema tengan el mismo nombre;
e Seleccionemos un nombre para el primer y Ultimo problema. Hay 10 posibles, entonces hay
10 formas de escoger el nombre del primer y Gltimo problema.
e Seleccionemos el nombre para el segundo, tercer y cuarto problema. Para cada uno hay 10
nombres, es decir, hay 10 x 10 x 10 = 102 formas.

En un examen de 5 problemas hay 10 x 10® = 10* examenes diferentes que tienen el mismo nombre
en el primer y Ultimo problema.

De la misma forma, para los examenes de 6 problemas:

¢ Hay 10 formas de escoger el nombre para el primer y ultimo problema.
e Hay 10 x 10 x 10 x 10 = 10* formas de escoger el nombre para el segundo, tercero, cuarto
y quinto problema.

En un examen de 6 problemas hay 10 x 10* = 10° examenes diferentes que tienen el mismo nombre
en el primer y Ultimo problema.

Para los exdmenes de 7 problemas:

¢ Hay 10 formas de escoger el nombre para el primer y ultimo problema.
e Hay 10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 10° formas de escoger el nombre para el segundo, tercero,
cuarto, quinto y sexto problema.

En un examen de 7 problemas hay 10 x 10° = 10° examenes diferentes que tienen el mismo nombre
en el primer y Ultimo problema.

En total, Tzoali escribié 10° + 10° + 10* = 1,110, 000 examenes distintos que tienen el mismo
nombre en el primer y dltimo problema.



7. Rogelio cortdé las esquinas de una hoja rectangular, y obtiene el octdgono equiangular
(todos sus angulos miden lo mismo) ABCDEFGH, como se muestra en la figura. Sabiendo
que AB = 2V2, BC =7, CD = 3V2, DE = 3, EF = 4J2, y GH = 5V2, determina el area del

octagono.
G F
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Solucién:

Si extendemos las rectas BC y DE hasta un punto X. Como el octadgono rectangular es equiangular,
el tridngulo rectdngulo XCD es isésceles ya que sus dngulos 2XCD y «£CDX son suplementarios de
los angulos £DCB y £EDC. Por lo que XC = XD.
Aplicando el teorema de Pitdgoras,

XC?+XD? = (3V2)" > 2XD? =18 > XD* =9 > XD = XC = 3
De la misma forma podemos saber las medidas de los lados de los triangulos que Rogelio recorté.
El triangulo con hipotenusa 2v/2, tiene lados con medida 2, El triangulo con hipotenusa 4+v/2, tiene
lados con medida 4.
El rectangulo original tiene area 2 +7+3) x (3+3 +4) =12 x 10 = 120.

22 32 42 52

Los triangulos rectangulos que Rogelio recorté tienen area 55V La suma de las areas de los
‘s 22 32 4% 52 22432442452  449+16+25 _ 54
trianguloses =+ —+—+—= = =—=27.
2 2 2 2 2 2 2

El area del octagono tiene area 120 — 27 = 93.



8. Yeudiel se encuentra en la parada del camion fuera de la UAA, se da cuenta de que los
camiones pasan cada 3 minutos. Ademas, sabe que los camiones siguen el siguiente
patrén: Si primero pasa el camion de una determinada ruta, el nimero de ruta del segundo
camion que pase disminuye en 1 respecto al camién anterior; el nUmero de ruta del tercer
camion que pase aumenta en 2 respecto al anterior; y el proximo disminuye en 3 respecto
al anterior, etc. Si hace 3 minutos pasé la ruta 43 y en este momento llegé la ruta 45,
¢,Cuantos minutos, Yeudiel tendra que esperar para tomar la ruta 35?

Solucién:

Como pasé la ruta 43 y después la ruta 45, el nimero de ruta aumenté en 2, por lo que la siguiente
ruta disminuird en 3. Las rutas que pasaran seran (43 - 45 - 42 - 46 - 41 - ---). Podemos ver
gue después que las rutas que pasan cada 6 minutos aumentan o disminuyen en 1. Después de
6 X 8 = 48 minutos de pasar la ruta 43, pasara la ruta 35.

Yeudiel esperara 48 — 3 = 45 minutos desde que pasé la ruta 45 para que pase la ruta 35.



9. A cada numero natural de dos cifras se le asigna un digito de la siguiente manera: Se
multiplican sus cifras, si el resultado es un digito, este es el digito asignado. Si el resultado
es un numero de dos cifras, se multiplican estas dos cifras, y si el resultado es un digito,
este es el digito asighado. En caso contrario, se repite la operacion. Por ejemplo, el digito
asignado a 23 es el 6 pues 2 x 3 = 6; el digito asignado a 93 es el 4 pues 9 x 3 =
27,2 x 7 = 14,1 x 4 = 4. ;A cuantos numeros de dos cifras se les asigna el nimero 8?
Solucion:

Veremos las parejas de digitos que multiplicados den como resultado 8. Con esas parejas
formaremos todos los posibles nimeros de dos digitos. Después buscaremos las parejas de digitos
para los nuevos nimeros y repetiremos el proceso.
Viendo las parejas de digitos que multiplicados dan como resultado 8, tenemos 1 X 8y 2 X 4.
a) Caso 18: Encontremos las parejas de digitos que multiplicados dan como resultado 18: 2 x 9
y 3 X 6.

al) Caso 29: No hay una pareja de digitos que multiplicados dé 29.
a2) Caso 36: Las parejas de digitos que multiplicados dan como resulta 36 son4 x 9y 6 X 6.
a2.1) Caso 49: Hay una pareja que cumple: 7 x 7
a2.1.1) Caso 77: No hay ninguna pareja.
a2.2) Caso 66: No hay ninguna pareja.
a2.3) Caso 94: No hay ninguna pareja.
a3) Caso 63: Hay una pareja: 7 X 9.
a3.1) Caso 79: No hay ninguna pareja.
a3.2) Caso 97: No hay ninguna pareja.
a4) Caso 92: No hay ninguna pareja
b) Caso 24: Existen las siguientes parejas 3 X 8,4 X 6
b1) Caso 38: No hay ninguna pareja.
b2) Caso 46: No hay ninguna pareja.
b3) Caso 64: Hay una pareja 8 x 8.
b3.1) Caso 88: No hay ninguna pareja.
b4) Caso 83: No hay ninguna pareja.
c) Caso 42: Existe una pareja 6 X 7
cl) Caso 67: No hay ninguna pareja.
c2) Caso 76: No hay ninguna pareja.
d) Caso 81: Hay una pareja 9 x 9

d1) Caso 99: No hay ninguna pareja.



Cada uno de los casos tiene un nimero al que se le asignara el nimero 8. En total hay 22 ndmeros
a los que se les asignara el namero 8. Los ndameros son
18, 24,29,36,38,42,46,49,63,64,66,67,76,77,79,81,83,88,92,94,97,99.



10. Si Logan escribi6 todos los numeros enteros del 1 al 1000, ¢ cuantas veces escribié Logan
el digito 8?
Solucion:

Si el 8 aparece en el digito de las centenas, hay 10 posibilidades para el digito de las decenas y 10
posibilidades para el digito de las unidades. En total, Logan escribié 10 x 10 = 100 veces el digito 8
en el lugar de las centenas.

Si el 8 aparece en el digito de las decenas, hay 10 posibilidades para el digito de las centenas y 10
posibilidades para el digito de las unidades. En total, Logan escribié 10 x 10 = 100 veces el digito 8
en el lugar de las decenas.

Si el 8 aparece en el digito de las unidades, hay 10 posibilidades para el digito de las centenas 'y 10
posibilidades para el digito de las decenas. En total, Logan escribié 10 x 10 = 100 veces el digito 8
en el lugar de las unidades.

En total, Logan escribié 100 + 100 + 100 = 300 veces el digito 8.



11. Enlafigura, los cuadrados ABGH y CDEF tienen lados de medida 4 y 6 cm, respectivamente.
El punto P pertenece a la recta que contiene los puntos B, C, G y F, siendo C el punto medio
del lado BG. La semirrecta AP divide a la figura formada por los dos cuadrados en dos
regiones, una blanca y una gris. Si esas dos regiones tienen areas iguales, ¢cual es el
resultado de multiplicar la medida del segmento PC por 100?

A B
c D
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Solucién:

La suma de las areas de los dos cuadrados es 4% + 62 = 16 + 36 = 52u?. El area gris y el area

. . 52u?
blanca tienen que medir Tu = 26u?.

Extendiendo los segmentos AB y ED hasta el punto X.
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____________ X®
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El triangulo AXY tiene un area de X9
problema original, mas el area del rectangulo BCDX, este tiene un area de 2 x 6 = 12u?.

Entonces si queremos que el area blanca mida 26u?, entonces
38
5*XY—12=26—>5*XY=38—)XY=?=7.6

La medida de XY es de 7.6.
Aplicando el teorema de Tales en el triangulo AXY vy el triangulo ABP, tenemos que

P_4><7.6_30.4_304
10 0 10 7

Después PC = BP — BC = 3.04 — 2 = 1.04.

El resultado de multiplicar la medida del segmento PC por 100, es 1.04 X 100 = 104.

=5 XY. Al area del triAngulo AXY es el area blanca, del



12. En una caja hay 18 cartas. Cada carta tiene un nimero distinto del 1 al 18. Denisse saca 5
cartas de la caja y acomoda las cartas de menor a mayor, segun el nimero que tienen.
Decimos que un acomodo es “Set” si la diferencia entre la segunda y la primera carta es
mayor a 1, la diferencia de la tercera y la segunda carta es mayor a 2, la diferencia de la
cuarta y la tercera carta es mayor a 3 y la diferencia de la quinta y la cuarta carta es mayor
a 4. ;Cuantos acomodos “Set” distintos Denisse puede formar?

Solucioén:

Veamos el acomodo “Set” en el que las cartas tienen el menor nimero posible. La primera carta
tendra el ndmero 1, la segunda carta tendra el nimero 3 (ya que la diferencia tiene que ser mayor a
1, la carta mas pequefia debe tener una diferencia de 2), la tercera carta tendra el nimero 6 (con
una diferencia de 3), la cuarta carta tendra el nimero 10 (con una diferencia de 4) y la quinta carta
tendra el nimero 15 (con una diferencia de 5).

Todos los acomodos Sets cumplirdn que su primera carta es mayor o igual a 1, su segunda carta es
mayor o igual a 3, su tercera carta es mayor o igual a 6, su cuarta carta es mayor o igual a 10 y su
quinta carta es mayor o igual a 15.

Transformemos el problema. Supongamos que tenemos 6 cajas numeradas del 1 al 6. Y tenemos 3
pelotas. Cada pelota tiene que ir dentro de una caja, en cada caja puede haber entre 0 y 3 pelotas.
Si hay una pelota en la caja 2, eso significa que haremos que sumaremos 1 a la carta 2,3,4y 5. Si
hay dos pelotas en la caja 3, sumaremos 2 a la carta 3,4 y 5. Es decir, si hay x pelotas en la caja z,
a las cartas entre z y 5 les sumaremos x. Si una pelota esta en la caja 6, esa pelota no le sumara
nada a ninguna carta.

Al decir que se le sumara a una carta, nos referimos al caso menor (1,3,6,10,15).

Por ejemplo, si hay una pelota en la caja 2, otra en la caja 4 y otra en la caja 6, el acomodo Set sera
13+1,6+1,10+1+1,15+1+1) = (1,4,7,12,17).

Solucién 1:

Hay varios casos para acomodar las pelotas:

a) Una cajatiene 3 pelotas. Hay que escoger cuél de las cajas tendra las pelotas. Como hay 6
cajas, hay 6 formas distintas de escogerla.

b) Una caja tiene 2 pelotas y otra 1 pelota. Escogiendo la caja que tendra 2 pelotas, hay 6
formas distintas de escogerla. Para escoger la caja que tendra 1 pelota, hay 5 formas (ya
que una de las cajas ya tiene 2 pelotas). En este caso hay 6 x 5 = 30 formas distintas de
acomodar las pelotas.

c) Tres cajastienen 1 pelota. Hay que escoger las tres cajas que tendran 1 pelota. Hay 6 formas
de escoger la primera caja, 5 de escoger la segunda y 4 de escoger la tercer. Podria pasar
que escojamos las cajas (x,y,z) y en otro acomodo (y, z, x), estas formas de escoger las
cajas son la misma, ya que las mismas cajas tendran una pelota. Para quitar estas

repeticiones hay que dividir entre 3 x 2. En este caso hay 6;5(;4 = 5 x 4 = 20 formas distintas

de acomodar las pelotas.

En total hay 6 + 30 + 20 = 56 formas de acomodar las pelotas, es decir, hay 56 formas de formar
acomodos Sets.

Solucién 2:

Cada pelota sera un punto, cada borde de una caja sera un palito. Las cajas estan pegadas unas
con otras, de forma que tendremos 7 palitos: (| | | | | | |)- Quitando los que estan en los extremos,
tendremos 5 palitos (| | | | ])-



Formaremos todas las combinaciones que se pueden formar entre 3 puntos y 5 palitos. Por ejemplo,

(111

e Los puntos que estén antes del primer palito, corresponden a la caja 1.

e Los puntos que estén entre el primer y segundo palito, corresponden a la caja 2.
e Los puntos que estén entre el segundo y tercer palito, corresponden a la caja 3.
e Los puntos que estén entre el tercer y cuarto palito, corresponden a la caja 4.

e Los puntos que estén entre el cuarto y quinto palito, corresponden a la caja 5.

e Los puntos que estén después del quinto palito, corresponden a la caja 6.

De esta forma podemos contar mas rapido las distintas formas de formar acomodos Sets.

Hay que contar cuantos distintos acomodos de 5 palitos y 3 puntos hay. Siempre tendremos una
“palabra” formada de 8 caracteres, los 5 palitos y 3 puntos en algun orden. Basta con seleccionar 3
de los 8 caracteres para que sean puntos, el resto seran palitos.

Hay 8) — &x7x6 _ 8 x 7 = 56 formas distintas de seleccionar los puntos y palitos, de acomodar las
3 3x2

pelotas en las cajas y de formar acomodos Sets.

Denisse puede formar 56 acomodos “Set” distintos.



