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1. Repaso de sucesiones

Definicion: Una sucesion de numeros es una funcién que asigna a cada entero
positivo un nimero distinto. EI nUmero asignado por la sucesion al entero n es
comunmente denotado con un subindice, por ejemplo a,. Estos nimeros son
llamados los términos de la sucesion. Puedes pensar en las sucesiones como listas
de numeros.

Veiamos que existen varios tipos de sucesiones, pero hay dos que nos interesan de
manera especial: las aritméticas y las geométricas

Sucesiones aritméticas: Una sucesion aritmética es una sucesion o coleccion de
nameros de tal manera que cada uno de los términos de la sucesion se puede
obtener del anterior sumando una cantidad fija. En términos mas formales, tenemos
que a, =a+ (n—1)d, para a,d constantes y d # 0. El nimero a es el primer
término de la sucesion (de manera que a; = a) y d es la cantidad fija de la que
hablabamos, también llamada diferencia de la sucesion.

Algunas propiedades:

a) Eltérmino a, esigualaa; + (n—1)d, paran=1,2, ..
b) a; +a,+as..+a, =2(a1 +a,)

an—1t+an41

c) a, = paran = 2,3, ...

Sucesiones Geomeétricas: Una sucesion geométrica es una sucesion de nimeros
relacionados de tal manera que cada uno se puede obtener de anterior multiplicando
a éste por una cantidad fija llamada raz6n comun o razén de la sucesion (denotada

por r). La sucesion {a,} es geométrica si =1 = r es una constante para n > 1.

an
Sabiendo esto, podemos decir que cada término se define como a,, = a *r™"1, con
r # 0,1. AqQui nhuevamente a es una constante y coincide que a; = a.

Algunas propiedades
a) Eltérmino a, = a;r™ Y, paran = 1,2, ...
n
b) ay+a,+--+a,=a
c) Silos términos son positivos, se tiene que a,, = \/a,_1an4+1, Paran = 2,3, ...

1-r
1

paran=1,2,..

-r



Veiamos también que existian otras sucesiones interesantes, como las sucesiones
recursivas, en las cuales el término a, esta definido con base en los términos
anteriores a4, a,, ...a,_;, COMo en la sucesion de Fibonacci, que se define de la
siguiente manera:

fa=faat oz =0 =1

2. Sumas

Una suma, en el contexto de las sucesiones, se refiere al resultado de afiadir alguna
cantidad de elementos consecutivos. En el caso de las sucesiones aritméticas y
geomeétricas, veiamos que evaluar una suma es muy sencillo, puesto que existen
férmulas directas con las que podemos obtener el resultado (cabe destacar que en
realidad es la regularidad® de las sucesiones lo que hace que sea facil obtener las
sumas. Darles el crédito a las férmulas es una forma de simplificar la explicacion,
es importante que recuerdes de donde vienen estas formulas).

Ejemplo:

e La suma de los primeros 2020 términos de 2, 5, 8, ... es =(a; + a,) =
2

2"2&(2 +2019 %3 +2) = 6,126,610

—n _n34
e La suma de los primeros 34 términos de 6, 12, 24, ... es a 11_rr =6 (11_22 ) =
103,079,215,098

Los problemas aparecen cuando nos enfrentamos a sucesiones no tan regulares.
Calcular los primeros n términos de la sucesién de Fibonacci (que recordemos que
es una sucesion recursiva), por ejemplo, ya no es una tarea tan sencilla.

3. Notacién sigma (X)

La notacién sigma es una forma comun de representar sumas en varias ramas de
las matematicas. Posiblemente ya te hayas encontrado con esta notacion en algun
punto del concurso, pero vale la pena repasar este importante tema.

Recordando la definicion de sucesion, veiamos que la podemos pensar como una
funcion a la que asigna a cada namero natural (1, 2, 3, ...) un término. En el material
de sucesiones veiamos que esta funcion se puede ver como una expresion
algebraica. De esta manera, podemos poner la sucesion 1, 3, 5, 7... de una forma
mas elegante, de la siguiente manera: a,, = 2n — 1. Decimos que es mas elegante

! La regularidad de las sucesiones proviene de que cada término estd a la misma distancia del inmediato
siguiente. En el caso de las aritméticas en una escala natural (se suma una distancia constante), y en el caso
de las geométricas en una escala logaritmica (se multiplica una razén constante).



puesto que se muestra una regla general para obtener cualquier término. Otros
ejemplos son

e -5,-11,-17, ... se puede expresar como a,, = —6n + 1
o 14,42, 126, ... se puede expresar como a,, = 14 x 3"71
e 2,5,10, 17, ... se puede expresar como a, = n* + 1

Podemos usar esta forma “elegante” de expresar las sucesiones para expresar las
sumas, también de una mejor manera. Aqui entra la notacién sigma. Consideremos
la sucesion a,, = 2n — 1. Como vimos anteriormente, sus primeros términos son 1,
3, 5, ... Si yo quisiera expresar la suma de los primeros n términos, puedo hacer los
siguiente:

n

1+3+5+---+2n—1=z(2i—1)

i=1
Aqui usamos la letra griega sigma mayuscula para representar la suma. Este
operador consta de varias partes

Limite superior —2_1 — Expresion (formula)
> @i-1)

indice de la suma—y, i—1< —— Limite inferior
=1

El indice de la suma indica una variable que inicialmente tendra el valor del limite
inferior, y que recorrera los valores enteros hasta alcanzar el limite inferior.

La forma general de expresar la suma de los primeros n términos de una sucesion

seria la siguiente:
n
S = Z a1
i=1
Que es equivalente a
S=a1+a2+"'+an
Algunos ejemplos de la notacién sigma son:

e Yi=14+2+3+4+5
o Y% i2=3244%2+52+4+6%+7%2+8%2+9%+10°
o Y3 _2k=20421 422428



Ejercicio: Evalua? las siguientes expresiones

1. EiZo(k —2)

2. %8, (5+1)

3. X 2+i+1)
4. Datos de vital importancia

1. En Egipto se consideraban fracciones solamente las de denominador 1
(unitarias), por lo que el resto de fracciones se expresaban como suma de
estas fracciones, lo que se conoce como fraccion egipcia.
https://elibro.net/es/ereader/uaa/51972?page=99

2. A los 3 afos de edad, Gauss corrigié un error de calculo por parte de su
padre. A los 10 afios, su maestro de escuela ordend a los alumnos que
sumaran los numeros del 1 al 100, intentando lograr algo de paz. Gauss
escribié inmediatamente el resultado en su pizarra, mediante el uso de una
férmula conocida que intuyé en ese momento.
https://eljaya.com/99548/recordando-al-principe-de-la-matematica-carl-
friedrich-gauss-en-el-243-aniversario-de-su-nacimiento/

5. Sumas telescépicas

Una suma telescopica es un tipo de suma que tiene una caracteristica que hace que
sea sencilla de evaluar. Cuando tenemos una suma de la siguiente manera
r=1lf (k + 1) — f (k)] se puede desarrollar asi

D IFCe+ 1) - £(0]

= D=+ 3 - sy + o = 1y o+ a4 - 14

Entonces, los términos f (k) para 2 < k < n se cancelan, quedando como resultado

delasuma f(n+ 1) — f(1). Esto es una sumatelescopica, y es una idea interesante

gue vale la pena estudiar, porque este razonamiento se puede extender para la
resolucion de otros problemas.

©-)))) Como dato curioso antes de continuar, se les

llama sumas telescoOpicas puesto que, al

cancelarse los términos del medio, pareciera

-) colapsar, tal y como lo hace un telescopio de
mano.

2 Evaluar significa obtener el valor numérico de una expresién algebraica. Mas detalles aqui.


https://elibro.net/es/ereader/uaa/51972?page=99
https://eljaya.com/99548/recordando-al-principe-de-la-matematica-carl-friedrich-gauss-en-el-243-aniversario-de-su-nacimiento/
https://eljaya.com/99548/recordando-al-principe-de-la-matematica-carl-friedrich-gauss-en-el-243-aniversario-de-su-nacimiento/
https://www.varsitytutors.com/hotmath/hotmath_help/spanish/topics/evaluating-expressions#:~:text=Para%20evaluar%20una%20expresi%C3%B3n%20algebraica,valores%20negativos%20en%20las%20variables.

Si te parece que este tema es demasiado facil es porque hay un detalle que falta
mencionar. En la mayoria de las ocasiones, la suma que deberemos de efectuar no
se nos presentard de forma evidente, por lo que serd necesario realizar
manipulaciones algebraicas en la expresion dada para poder evaluarla por este
simple método, y es aqui donde se pone interesante. Veamos un ejemplo.

1
Tratemos de evaluar la suma Y-, ——.
k(k+1)

;. . 1 1
Esto no se parece a una telescopica, sin embargo, hay que notar que =-—

k(k+1) k
ﬁ Sabiendo esto, podemos sustituir la expresion obtenida en la suma y nos queda
de la siguiente manera
n n
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I e R R R R o R ey
k_lk(k+1) k—lk k+1 2 2 3 3 4 n n+1

Luego tenemos varios términos que se van a cancelar, resultando en lo siguiente

_ibJr@_éJ’(z_/{)J’er@_niJ:1_n11:n:1

., n
De esta manera, la solucién de la suma es —

El paso de transformar la suma dada en una telescopica es la parte interesante de
resolver este tipo de problemas, y te sera de gran ayuda que tengas la suficiente
practica con la manipulacién algebraica®.

6. Productos ¢telescopicos?

Antes de terminar, vale la pena saber que esta idea se puede aplicar también con
f(k+1)
fk)
evaluado como se muestra a continuacion. Por cierto, el simbolo que se muestra
(M) es la letra griega pi, pero en mayuscula. Se utiliza para representar un producto
de la misma manera que la sigma mayuscula () sirve para representar una suma.

Volviendo a la explicacién:

Hf(k+1) f@ Q8 f& — fe+tD fot+1)
TCENIONIONION f() f

las multiplicaciones, pues si tenemos un producto como este [[;-, , puede ser

3 Te recomendamos revisar los materiales anteriores de algebra aqui.


http://ommags.com/new/material-semifinal-2020/

Ojo que aqui hay que asegurarnos que cada f(k) (salvo f(n+ 1) quizd) sea
diferente de 0, pues de otra forma tendriamos que dividir entre 0, operacién que no
esta determinada.

Aplicar esto seria, por ejemplo, para evaluar el producto [];-, (1 — 3). Hay que notar

k
1 k
quel—;———

1 k-1 .
T T de forma que el producto nos queda asi
n

(-D-TIED-000) -5 -1

1
Resultando en ~

Pregunta rapida: ¢Qué pasaria si el limite inferior de nuestra suma, en vez de ser
k=2fuerak =1? ¢Ysiesk =0?

Ahora lo Unico que resta es practicar esta técnica.

7. Problemas
1. (Adaptacion 2019 AMC 8) ¢, Cual es el valor del producto

(1 * 3) (2 * 4) (3 * 5) (97 * 99) (98 * 100)
4 9 16 / 7\ 9604 9801

2. (Canada, 1969). Calcular la suma Yp_, k! - k.

3. Evalula el siguiente producto (1 — 2%) (1 — 312) (1 S )

20192
1 1 1 1
4. Encuentralasumade —+—+—+ -
1-4 47 7-10 2998:3001
¢ 100__ 1
5. Evalla };Z; =

6. Simplifica las siguientes sumas
1

a. o —
k=1 (k+2)
b yn 2kt
©Ak=1g2(k11)2
-1
C. =
k=1jk245K+6

d. yr_ L

k=1k214k



7. (Rumania, 2013) Sean a4, ... , a, numeros reales positivos tales que a; +

4+ a, < k,parak =1,...,n. Muestre que

8. Evalla las siguientes sumas

n _k_
a. Xk=1 (k+1)!

n k+1
k=1 (k—1)1+k!+(k+1)!

b. X

9. Evalla el siguiente producto

(145)(1+5) (1 +52)

10.Para cada entero positivo n sea a; + a, + -+ a,, = n3. Determina el valor

1 + 1 ot 1

de la suma )
a2—1 a3—1 a100—1

11.(ORO, 2019) Demuestra que para cada entero n > 1 existen enteros x y y

tales que
1 1 1 1

n=x(x+1)+(x+1)(x+2)+m+y(y+1)'




