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1. Sucesiones

Probablemente hayas escuchado esa palabra en algun punto de tu educacion
primaria o secundaria. Si es asi, seguramente recuerdas haber visto dibujos de este
tipo en algun libro de texto (de matematicas, evidentemente), y probablemente sea
el tnico acercamiento que tengas a la definiciéon de una sucesién?.
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Como posiblemente ya te diste cuenta, aqui en la OMM nos gusta complicar las
cosas dando definiciones formales a cosas tan simples como ésta, pero es algo
necesario. No te preocupes, que te va a quedar muy claro al terminar este material.

Definicién: Una sucesién de ndmeros es una funcion que asigna a cada
entero positivo un nimero distinto. EI nUmero asignado por la sucesion al
entero n es comunmente denotado con un subindice, por ejemplo a,,. Estos
nameros son llamados los términos de la sucesion. Puedes pensar en las
sucesiones como listas de numeros.

Si no sabes lo que es una funcién, no te preocupes (por ahora). Puedes pensar en
una funcién como una caja misteriosa a la que le das un niamero x, le hace algo y
te regresar otro numero y.

Considera la siguiente sucesion:
1,5,9,..

Aquitenemos que a; = 1,a, =5, a3 =9, y en general a, = 4n — 3. (Analizando las
sucesiones como funciones tenemos que los nameros x que le das son los

1 A veces se les suele llamar progresiones o secuencias, para que lo tomes en cuenta.



naturales: 1,2,3, ...; lo que les hace es multiplicarlos por 4 y restarles 3, y el numero
y que te regresa es la sucesion como tal: 1, 5, 9, ...)

En este rollo de las olimpiadas hay dos tipos de sucesiones que nos llaman
especialmente la atencion. Las revisaremos a continuacion.

2. Sucesiones aritméticas

Definicion: Una sucesion aritmética es una sucesion o coleccion de nimeros
de tal manera que cada uno de los términos de la sucesion se puede obtener
del anterior sumando una cantidad fija. En términos mas formales, tenemos
que a, = a+ (n—1)d, para a,d constantesy d # 0. El niumero a es el primer
término de la sucesion (de manera que a; = a) y d es la cantidad fija de la
gue hablabamos, también llamada diferencia de la sucesion.

Si recordamos la sucesion que ya habiamos visto (1,5,9,...), resulta que es una
sucesién aritmética con a = 1 y d = 4. Otra sucesion aritmética comun es la de los
nameros naturales (1,2,3,4,..),enlaquea=1yd = 1.

Ejercicio: encuentra los valores de a y d para cada sucesion aritmética mostrada:

a) 2,7,12, ...
b) 10,7,4, ...
c) -4,-2,0, ...

Algunas propiedades:

a) Eltérmino a, esigualaa; + (n—1)d, paran=1,2,..
b) aq +a2 +a3 ...+an =§(a1 + an)
-1+
c) a, = w paran = 2,3, ...
Resulta especialmente interesante la propiedad b), pues se trata de la suma de los
primeros n términos de una sucesion aritmética, con la que podemos obtener otras
sumas, que tendras que demostrar mas adelante:

e Sumade los primerosnpares:2+4+:-+2n=nn+1)
e Suma de los primeros nimpares: 1 + 3 + .-+ (2n — 1) = n?

Sobre esta propiedad, me gustaria contarte un pequefio cuento. Resulta que un dia
el maestro de Carlos se enojé con sus alumnos porque no le estaban poniendo
atencion. A manera de castigo, les dijo que no los dejaria irse hasta que sumaran
todos los niumeros del 1 al 100. Carlos, que era igual de inteligente que tu, decidio
hacer lo siguiente:


https://es.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss

Aunque podria parecer aparatosa un truco muy sencillo la resuelve. Acomode-
mos los términos de manera inteligente y sumemos:

S = 1 + 2 + 3 + ...+ 98 + 99 <+ 100
S = 100 + 9 + 98 + .. + 3 + 2 + 1
2 = 101 + 101 + 100 + .. + 101 + 101 + 101

Como el nimero 101 se esta sumando 100 veces, luego 25 = 101 - 100, que

implica § = M Nada especial tiene el niimero 100, de hecho:

<

1 + 2 + .. + (n—-1) + n
n + (n-1) + ... + 2 + 1
= (n+1) + (n+1) + .. + (n+1) + (n+1)
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Finalmente, notemos que el nimero n + 1 se estd sumando n veces, por lo
que 25 = (n+ 1) - (n), que implica S = w
En este caso, tu ya sabes que como los niumeros del 1 al 100 forman una sucesion
aritmética conlaa = 1y d = 1 puedes calcular esa suma con la propiedad b), pero
la idea se puede adaptar para demostrar por qué la propiedad funciona. Te invito a

gue intentes hacerlo.

3. Sucesiones geomeétricas

Definicién: Una sucesion geométrica es una sucesion de numeros
relacionados de tal manera que cada uno se puede obtener de anterior
multiplicando a éste por una cantidad fija llamada razén comdn o razon de

la sucesién (denotada por r). La sucesion {a,} es geométrica si = = r es

an
una constante para n > 1. Sabiendo esto, podemos decir que cada término
se define como a, =ax=r""1, con r # 0,1. Aqui nuevamente a es una

constante y coincide que a; = a.

La sucesion 2,6,18,54 ... es geométrica, con a = 2 y r = 3. La sucesion 1,2,4, ...
también es geométrica, cona =1y r = 2.
Ejercicio: encuentra los valores de a y r para cada sucesion geométrica mostrada:

1. 3,12,48 ...
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3. 5,-65, 845, ...

Algunas propiedades
a) Eltérmino a, = a;r™ Y, paran =1,2, ...
b) a; +a, ++a, = all__r:

c) Silos términos son positivos, se tiene que a,, = \/a,_1a,4+1, paran = 2,3, ...

paran=1,2,..



Vamos a demostrar la propiedad b):

Denotamos S,, como la suma de los primeros n términos. Entonces, tenemos
Sp.=a;+a,+asz...+a,

Usando la propiedad a):

S,=a,+a,+as..+a, =a+ar+ar’+--+ar™?!

Multiplicamos todo por r y tenemos:
rS, =ar+ar?+ard+ - ar®
Recordando que S, = a + ar + ar? + ---+ ar™ 1, restamos S,, y S, y nos queda:
Sp—rS,=a+ar—ar+ar’—ar?+--+ar"=a—ar®
Cuando despejamos S,, obtenemos:

a(l—r") 1-—7r"
1—r -4 1—r

Ss(1—-r)y=a—ar" - S, =

4. Datos de vital importancia
[Inserta una frase creatival]

1. El ocelote fue adorado por los moches de Pera.
https://www.mexicodesconocido.com.mx/ocelote-el-gato-mexicano.html

2. Johann Friedrich Carl Gauss, dejé de lado su primer nombre y cambié el
orden de los siguientes, quedando Carl Friedrich Gauss, conocido también
como Principe de la Matematica por sus multiples aportaciones en
diferentes areas de esta.
https://eljaya.com/99548/recordando-al-principe-de-la-matematica-carl-
friedrich-gauss-en-el-243-aniversario-de-su-nacimiento/

5. Los agregados culturales

Ademas de estas sucesiones, existen las sucesiones recursivas, en la cual el
término a,, esta definido con base en los términos anteriores a4, a,, ... a,_;.

El ejemplo mas comun de una sucesion recursiva es la sucesion de Fibonacci, en
la que cada término de la sucesion a,, con n > 1, se obtiene sumando los dos
anteriores:

fa=fac1t o2 1=0, f2=1

Los primeros términos de la sucesion de Fibonacci son 0,1,1,2,3,5,8,13, ...


https://www.mexicodesconocido.com.mx/ocelote-el-gato-mexicano.html
https://eljaya.com/99548/recordando-al-principe-de-la-matematica-carl-friedrich-gauss-en-el-243-aniversario-de-su-nacimiento/
https://eljaya.com/99548/recordando-al-principe-de-la-matematica-carl-friedrich-gauss-en-el-243-aniversario-de-su-nacimiento/

De igual forma se presentan otras sumas gue resultan utiles:

nn+1)(2n+1)
6
e Suma de los primeros n cubos: 13 +23+33+ - +n>=(1+2+4+3++
2
n)z _ (n(n+1))

2

e Suma de los primeros n cuadrados: 12 + 22 + 32 + -+ n? =

Por el momento las tomaremos por ciertas, ya mas adelante tendras que
demostrarlas.

6. Problemas

Demostrar la propiedad ¢ de las sucesiones aritméticas y geométricas.

Evalua3+7+11+15+ 19+ ... + 195 + 199 + 203

a, b, ¢, d, e forman una progresién aritmética con suma 100, encuentra c.

Encuentra el término 100 de 1, 5, 10, 16, 23, 31, ...

Evalla 31 + 32+ 33 + ... + 399

a, b, ¢, d, e forman una progresién geométrica con producto 243, encuentra

C.

7. Los lados de un triangulo rectangulo estan en progresion geométrica, ¢ Cual
es la razén de la progresion?

8. Calcula el valor de la siguiente suma 99 -97 +95-93+ - - - +3 - 1.

9. ¢Para qué entero positivo n se satisface la ecuacidon siguiente?
1+3+5+--+(2n-1) _ 2006
244+6+-4+2n 2007

10. Encontrar la suma de todos los numeros de tres cifras en cuyos digitos son

un subconjunto de {1, 2, 3, 4} en algun orden.

11. Calcular 20182 — 20172 + 20162 — 20152 + -+ + 42 — 32 + 22 — 12

12. Raul ley6 un libro. El primer dia ley6 30 paginas y cada dia siguiente ley6 6
paginas mas que el dia anterior. Si la lectura le llevd 100 dias, ¢cuantas
paginas tenia el libro?

13. (2002 AMC 12B) La suma de 18 enteros consecutivos es un cuadrado
perfecto. ¢ Cual es el menor valor que puede tomar esta suma?

14. (1981 AHSME) En una secuencia geométrica de numeros reales, la suma de
los primeros dos términos es 7 y la suma de los primeros seis términos es
91. ¢ Cudl es la suma de los primeros cuatro términos?

15. (2004 AMC 10A) Sea a4, a,, ... una secuencia con las siguientes propiedades:

e a,=1y
e a,, =n*a, para cualquier entero positivo n

ok wnNRE

¢Cual es el valor de a,100?



16.

17.

18.

19.

Prueba que el nimero: 22005 4 42005 4 ... 4+ 20062°°> es mudiltiplo del nimero
2+4+6+--+2006

(Eslovenia, 2009) Sea {a,} una progresion aritmética no constante con
término inicial a; = 1. Suponga que los términos a,,as y a;; forman una
progresion geométrica. Encuentre la suma de los primeros 2009 términos.
Los numeros a, b, ¢, d estan en progresién aritmética (en ese orden).

Demostrar que
1 1 1 3

Va b Vb4 Netvd Va+vd

(ONMAPS, 2016) Un duende tiene un saco magico del que puede sacar
cualquier cantidad de monedas que desee. Un dia, forma n montones de
monedas, cada uno con solo 1 moneda. A continuacion, procede a realizar
la siguiente operacion de forma repetida: Primero escoge dos montonesy las
junta en uno solo; luego saca tantas monedas de la bolsa como la cantidad
de montones que no fueron escogidos, y las afiade al nuevo monton que
formd. Este proceso lo repite hasta que quede solo un montén con monedas.
Encuentra todos los posibles valores de n para los cuales, al final de proceso,
el ultimo montén tiene 2016 monedas.

7. Videos

Sucesiones aritméticas (explicadas un poco distinto):
https://www.youtube.com/watch?v=WO0bkKBROQ |

Sucesiones geomeétricas:
https://www.youtube.com/watch?v=cmAkW6xpZxo

Charla interesante sobre la sucesion de Fibonacci:
https://www.youtube.com/watch?v=S|SHVDfXHOQ4

Un poco de musica: https://www.youtube.com/watch?v=I1GJeGOw8TzQ

La informacion presentada en este material es una recopilacion de varias fuentes,
siendo la principal: Paquin, D. (2008) Educational Program for Gifted Youth: Math
Olympiad Problem Solving. Stanford University.


https://www.youtube.com/watch?v=W0bkKBR0Q_I
https://www.youtube.com/watch?v=cmAkW6xpZxo
https://www.youtube.com/watch?v=SjSHVDfXHQ4
https://www.youtube.com/watch?v=IGJeGOw8TzQ

