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Examen del Primer dia.
31 de Mayo de 2019

Problema 1. Decimos que un nimero de cuatro digitos es tepiqueno si es impar,
la suma de sus digitos es 12 y la multiplicacién de sus digitos es 0. ;Cudl es la resta
del tepiqueno mas grande menos el tepiqueno més pequeno?

Solucion 1. Como la multiplicacion de los digitos de un nimero tepiqueno es
cero, uno de sus digitos debe ser 0. Si buscamos el tepiqueno més grande, queremos
que el digito de los millares sea 9, y como la suma de sus digitos debe ser 12, los
dos digitos que nos faltan deben sumar 3. Al ser impar, uno de los digitos debe ser
impar, asi que tenemos las opciones 04+ 3 o 1+ 2 y por lo tanto el nimero tepiqueno
méas grande es 9201. Para el mas pequeno, queremos el el digito de los millares sea 1
y los otros dos digitos deben sumar 11, que lo podemos hacer con 2 4+ 9, asi, el mas
pequeno es 1029, la resta es 9201 — 1029 = 8172.

Criterio Propuesto
Uno de los digitos es cero.
Observaciéon para construir los nimeros.
Encontrar el tepiqueno mas grande.
Encontrar el tepiqueno mas chico.
Calcular la resta.

N ) Y

Problema 2. Decimos que un nimero estd derecho si cada uno de sus digitos
cumple las siguientes condiciones:
e Si el digito es par, indica la cantidad de digitos impares que hay a su derecha.
e Si el digito es impar, indica la cantidad de digitos pares que hay a su derecha.
Encuentra todos los nimeros derechos de 8 digitos.

Solucion 2. El digito de las unidades solo puede ser 0, pues un 1 significa que
habra un par a la derecha, cual no es cierto. A partir de esta observacion, haremos el
arbol con los digitos de derecha a izquierda.
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00000000
000000 0000000~a 70000000
00000 25500000
0000 500000 5500000< 55500000
06, 233000 —» 2233000 <: 22233900
—»

3000—»33000 43333000
333000 - 3333000< 33333000

0 ¥ 22222110
10 /,2110 —» 22110 43322110
Huo A 322110 —» 3322110 < 39322110
44411110
o _w 411110 — 4411110 <: 34411110

1111Q _» 61111110

111110 —» 1111110 < 1111110

Por lo tanto, serdn 17 opciones descartando el 00000000.

Criterio Propuesto
Idea para empezar la construccion. 2
Orden para la construccion de los nimeros. 2

Dar la lista 3

Problema 3. Zeus tiene varios trapecios isosceles iguales al ABC'D de la figura,
tales que AB es paralelo a CD, DC es el doble de AB y con &rea igual a 24 cm?. Los
puede pegar por un lado de cada trapecio como se muestra en la figura, hasta que
un lado de un trapecio coincida con el lado AD, dando como resultado dos poligonos
regulares, uno chico y uno grande que contiene al chico. ;Cudl es el area total del

poligono grande?

Solucién 3. Sea P la interseccion de AD y BC'. Tenemos que el ZDPC =
180° —135° = 45°. Ademas, el AAPB ~ ADPC enrazén 2 a 1, por lo que DA = AP

2
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y PB = BC. Por lo que el area de AAPB es una cuarta parte del ADPC', es decir,
el trapecio es % del area del ADPC.

Para el siguiente trapecio de nuevo, el punto agregado serd P, ya que PB’ de-
bera ser igual a BC otra vez. Es decir, P es el centro de los poligonos.

Si el dngulo central es de 45 grados, necesitamos 8 trapecios para hacer la figura,
y el drea total seria

ANPM

4
5(24) x 8 = 256

Solucién 3 Alternativa. Como el angulo marcado en el trapecio mide 67,5°, si
pudiéramos formar un poligono regular, si angulo interior seria 67,5° x 2 = 135. Para
calcular la cantidad de lados, usamos la férmula

180(n — 2
135 = 18001 =2)
n
1350 = 180n — 360
360 = 45n
8=mn

Es decir, las figuras son octagonos regulares. Los lados de los octagonos estan en
razéon 2:1 y, como son regulares, su area esta en razon 4:1. Luego, el area del anillo
representa % y, por lo tanto, el area de toda la figura es % X 8 X 24.

Criterio Propuesto

Justificar que son 8. 2
Un punto por utilizar lo anterior.
Razoén entre las areas 4
Dos puntos por la idea sin justificar.
Resultado. 1

Problema 4. Orlando tiene algunos tableros de 3 x 3 cada uno con los niimeros
del 1 al 9 iguales a los de la figura, y colorea las casillas de blanco o negro de la
siguiente forma: elige dos tableros y un ntimero, y en el primer tablero cambia de
color (de negro a blanco o de blanco a negro) las tres casillas de la columna en la que
esta el nimero elegido mientras que en el segundo tablero cambia de color las tres
casillas del renglén en el que esta el mismo nimero elegido. Si inicialmente todos los
tableros son blancos y quiere colorearlos a negro repitiendo el proceso las veces que
sea necesario.

a) ;Podré hacerlo si tiene 2018 tableros?
b) {Podra hacerlo si tiene 2019 tableros?

3
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1123
41516
71819

Solucion 4. Observemos primero que en cada movimiento siempre hay una canti-
dad par de casillas negras: en efecto, en cada movimiento cambias el color a 6 casillas
en total. Asi, si k se cambiaron a negro entonces 6 — k se cambiaron a blanco. De
esta manera si hay m cuadritos negros en total antes del movimiento, después habran
m + k — (6 — k) cuadritos negros, por lo tanto la paridad se mantiene. Y como en el
primer movimiento siempre habran 6, entonces siempre es par el numero de casillas
negras. Por ello, para n impar, no es posible colorear todos los tableros de negro.

Afirmamos que para todos los pares si es posible. En efecto, si tomamos dos
tableros y en los siguientes tres movimientos elegimos los cuadritos de la diagonal
entonces los dos tableros quedan coloreados completamente. Asi, como n es par, si
tomamos los tableros por parejas disjuntas y hacemos este proceso, colorearemos
todos los tableros.

Criterio Propuesto
Acomodar para pares. 3
Afectas 6 casillas 1
La paridad de las negra no cambia. 3

Problema 5. Decimos que un niimero entero n mayor que cero es exdtico si de
entre los divisores de n que sean mayores que 1, puedes encontrar alguno cuya suma
de digitos es 9, otro cuya suma de digitos es 8, otro cuya suma de digitos es 7, y
asi sucesivamente hasta uno cuya suma de digitos es 1. ;Cual es el segundo ntiimero
exético mas pequeno que también es un cuadrado perfecto?

Solucién 5. Vamos a buscar exdticos cuadrados. Como hay un divisor mayor
que 1 cuya suma de digitos es 1, entonces debe ser una potencia de 10, y por lo
tanto 2 y 5 también son divisores de n. Si hay un divisor cuya suma de digitos es
9, entonces debe ser multiplo de 9 y por consiguiente también de 3. Como debe ser
cuadrado, al factorizar n necesitamos que los primos estén a una potencia par, asi que
n =22.32.5%. k. Hasta aqui, 10, 2, 3, 4, 5, 6, 25, 9 son divisores de n y aseguramos
uno de suma de digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7y 9 y esto pasa para cualquier exdtico que
ademas sea cuadrado. Solo falta asegurar encontrar uno cuya suma de sus digitos sea
8. El mas pequeno que cumple es 3600 = 22325222, que tiene al 8 como divisor. El
siguiente cuadrado a checar es 8100 = 22325232, sin embargo, sus tinicos divisores
que no son multiplo de 3 son 1, 2,4, 5,10, 20, 25, 50, 100 y ninguno de ellos tiene suma

4
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de digitos 8. El siguiente cuadrado es 14000 = 22 - 32 - 52 - 42 que efectivamente tiene
como divisor el 8 y es el segundo més pequeno que cumple las condiciones.

Criterio Propuesto
El 10 divide a n.
El 9 divide a n.
n es de la forma 22 -3% - 5% k.
10, 2, 3, 4, 5, 6, 25, 9 son divisores de n.
3600 es el mas pequeno y 8100 no es exdtico.
14000 es el ntimero buscado.

= = =] D] = =

Problema 6. Isaac tiene 2019 piezas de la siguiente forma
1
T ‘] ‘]i ‘“‘
4 J—
1 2019
1

y las acomoda en un tablero cuadriculado de la siguiente forma

acomodando las 2019 piezas siguiendo el patrén de la figura de arriba. ;Cuantos
cuadros en vertical y en horizontal hay para llegar desde el punto A hasta el final de
la pieza 20197 Por ejemplo: Desde el punto A hasta el final de la pieza 6 hay 5 hacia
abajo y 2 hacia la izquierda.
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Solucién 6. El patron hace que el “tronco” de las figuras queden uno vertical y
uno horizontal. Ademas, si en un horizontal se mueve hacia arriba en la parte pequena,
en el siguiente se mueve hacia abajo en esa parte. Es decir, el patrén se repide cada
cuatro.

Podemos ver que si después de 4n pasos estoy en el punto B, al avanzar 4n pasos
pasard lo siguiente:

e En vertical nos moveremos 1 hacia arriba dos veces, 1 hacia abajo dos veces,
4n + 1 hacia abajo y 4n + 3 hacia arriba, dando un total de 2 hacia arriba.

e En horizontal nos moveremos 1 hacia la derecha dos veces, 1 hacia la iz-
quierda dos veces, 4n + 2 hacia la izquierda y 4n + 4 hacia la derecha, en total 2 a la
derecha.

Siguiendo el proceso, en el paso 2016 estaremos 1008 arriba y 1008 a la derecha.
Los siguientes 3 pasos tienen la misma direccion que los tres primeros. Nos moveremos
en vertical 2017 hacia abajo, 1 hacia abajo dos veces y 2019 hacia arriba, lo que no
afecta. En horizontal 1 a la derecha dos veces, 2018 a la izquierda y 1 a la izquierda
dos veces.

Terminaremos 1008 arriba y 1010 a la izquierda.

Criterio Propuesto
Separar horizontal/vertical. 1
Notar que hay un ciclo de 4. 2
2 a izquierda o 2 a derecha. 3
Concluir. 1

Problema 7. Sea ABC'D un cuadrado. La semicircunferencia de didmetro AB
trazada por adentro del cuadrado interseca a la circunferencia de centro C' y radio
BC en P. La recta C'P interseca al circuncirculo del AAPD en () (distinto de P).
Demuestra que ZBCQ = 2/DQC.

Solucién 7. Como ZDAP abre el arco DP, tenemos que ZDQP = ZDAP.
Ademas, /DAP + /PAB = 90° = ZBPA, por lo que ZABP = ZD@QP. Por ultimo
notemos que ZABP es un angulo semi-inscrito de la cirunferencia de centro C'y
radio BC, y como el angulo central ZPC B abre el mismo arco que ZABP, Z/BC(Q =
/ZBCP =2/ABP =2/DQC, como queriamos.
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Solucién 7. Alternativa Como ZDAP abre el arco DP, tenemos que ZDQP =
ZDAP. Ademas, Z/DAP + /PAB = 90° = ZBPA, por lo que ZABP = ZDQP.
Tenemos que /PAB = /PBC = /ZCPB,y como 2/PBA + 2/PAB = 180° =
2/PBC + ZBCP, obtenemos el resultado.

Criterio Propuesto

ZDQP = /ZDAP 1
/ABP = /DQP 2
Decir que el circulo es tangente a AB 3
o/PAB=/PBC =/ZCPB

Concluir. 1

Problema 8. Los nimeros p < ¢ < r < s son cuatro ntimeros primos tales que

P +q+s=pgr

_ 22, 33
rs—1=pqg+pq¢ +pq.
Encuentra el valor de p?gs — 1.
Solucién 8. Si los cuatro primos fueran impares, en la segunda ecuacién tendriamos
una contradiccion, pues rs — 1 seria un par, pero el lado izquierdo es la suma de tres

impares. Luego, uno de ellos es par y, como estan ordenados, p = 2.
Transformamos la segunda ecuacion en

rs=1+pq+p°¢* +p°¢® = (1 + pg)(1 + p*¢?)
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Como 1+pg>1yr <s, tenemos que r = 1 +pgq, s = 1+ p?r?. Si sustituimos en
la primera ecuacién, tenemos
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P’ +q+ (1+p°¢*) = pg(1 + pg) = pg + p°¢°

Restando p?q? de ambos lados, y sustituyendo p = 2, tenemos que g + 5 = 2q, de
donde ¢ = 5. Con esto podemos saber que r = 11, s = 101.
Finalmente, encontramos que p?qs — 1 = 2019.

Criterio Propuesto

p=2 2
Factorizacién. 2
Sustitucion. 2
Concluir. 1

Problema 9. Se tiene un triangulo equilatero de papel cuyo lado mide 2019. En
cada una de las tres esquinas se va a recortar un triangulo equilatero cuyo lado tenga
longitud entera. Estos tres triangulos pueden medir distinto. El triangulo recortado
de la esquina de arriba se pinta de dorado, el tridngulo recortado de la esquina iz-
quierda se pinta de plateado y el recortado de la esquina derecha se pinta de negro.
.De cuantas formas se pueden hacer los cortes?

Solucién 9. Sean 0 < a,b,c < 2019 las medidas de los tres triangulos que se
colorean. Sabemos que a+b,b+ ¢, c+ a < 2019. Consideramos dos casos: (1) cuando
el lado de alguno de los tres tridngulos es mayor a 1008, (2) cuando el lado de cada
uno de los tres triangulos es menor o igual a 1006.

Caso (1). Si alguno de a, b, ¢ es mayor a 1008, entonces cada uno de los otros dos
es menor o igual a 1006, de modo que su suma seria menor a 2019 y eso garantiza que
no se traslapen. Para cada valor distinto de a > 1008, las maneras de elegir b, ¢ son
(2019 — a)?. Entonces, en este caso tenemos 3(12 + 22 + 32 + ... +1010?), coloraciones
distintas, considerando que el mayor puede ser cualquiera de a, b, c.

Caso (2). Si cada uno de a, b, c cample que 0 < a, b, ¢ < 1008, entonces cada uno de
ellos tiene 1008 opciones distintas. En este caso tenemos 1008° coloraciones distintas.

En total, tenemos

(1010)(1011)(2021)
2

+ (1008)* = 2,056'024, 167
coloraciones distintas.

Criterio Propuesto
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Separar los casos. 2
Caso a,b,c < 1009. 2
Caso a > 1009. 3




