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Combinatoria

Biyecciones e introduccién a las demostraciones formales.

Empecemos con una historia
Flavio fue a una fiesta con sus amigos y al terminar se preguntaron ¢Cuantas botellas de
“refresco” habian tomado? Pero por desgracia habian tirado ya las botellas. Entonces, Tofio
en un momento de iluminacion dijo “42, hay 42 tapas tiradas en el suelo, entonces fueron 42
las botellas que nos tomamos”, a lo que Flavio respondid “Bueno, eso podria ser, pero no
estamos 100% seguros, estas asumiendo algo que puede no ser cierto”.
¢A qué se referia Flavio?
“Asumes que la cantidad de tapas corresponde con la cantidad de botellas” dijo Flavio, a lo
que Tofo respondid “Pero eso es obvio, ;No? ;Como podriamos asegurarnos de la
correspondencia?”. Flavio dijo entonces “Hay 2 cosas que debemos revisar. Hay que
asegurarnos que todas las tapas que estan en el suelo sean de nuestras botellas y también
que todas nuestras tapas estan ahi”
¢ Por qué son suficientes estas 2 condiciones?
“Veras Tofo, cuando nos aseguramos de que las 42 tapas que estdn en el suelo son
nuestras, aseguramos que tomamos al menos 42 botellas y al asegurarnos de que todas
nuestras tapas estan en el suelo aseguramos que tomamos a lo mas 42 botellas, si nos
aseguramos de ambas, entonces la cantidad de botellas debe ser al menos 42 y a lo mas
42, entonces habriamos tomado 42 botellas”. - Dijo Flavio.
“Esto me recuerda a algo que decia mi abuela. No todos los que estan en la céarcel son
culpables, ni todos los que son culpables estan en la carcel. Pero si nos aseguramos que
todos los culpables estan en la céarcel y que todos los que estan en la carcel son culpables
entonces estaran encerrados exactamente los culpables, no mas no menos”. - Respondio
Tofo
“‘Asi es Tono, como solamente nuestras tapas cayeron al suelo y todas nuestras tapas
cayeron al suelo, entonces ahora podemos estar seguros de que la cantidad de botellas que
tomamos fueron 42” dijo Flavio, a lo que dieron fin a su problema.
Moraleja 1: Cuando queremos contar algo, podemos contar otras cosas y demostrar que
hay una correspondencia entre los 2 objetos que estamos contando, esta correspondencia
se denomina “biyeccién”.
Moraleja 2: Para demostrar la biyeccion hay que asegurarnos de dos cosas.

1) Que para cada objeto del primer tipo hay uno del segundo tipo. (A cada botella le
corresponde una tapa del suelo) (Todas nuestras tapas estan en el suelo)

2) Que para cada objeto del segundo tipo hay uno del primer tipo. (A cada tapa del
suelo le corresponde una botella) (Todas las que estan en el suelo son nuestras)

Ejemplo La cantidad de subconjuntos que tiene un conjunto de N elementos es 2N.
Demostracion Conjetura: Hay una biyeccion entre los subconjuntos y las palabras
con N letras que solo pueden ser Oy 1.
Si tenemos una palabra, podemos hacer lo siguiente, si la primera letra es 1
entonces incluimos al primer elemento en el subconjunto, de caso contrario no lo
haremos, de igual forma con el resto de la palabra.
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Si tenemos un subconjunto, podemos hacer lo siguiente, si el primer elemento del
conjunto esta en el subconjunto escribimos 1, de forma contraria 0, de igual forma
con el resto del conjunto.

Como hemos demostrado que para cada palabra hay un subconjunto y viceversa,
entonces hemos demostrado la biyeccion. Ahora bien, hay 2N palabras de longitud N
en la que cada letra solo puede ser 0 6 1, entonces hay 2V subconjuntos de un
conjunto con N elementos.

Ejemplo (Caminos) Hay una cuadricula con 3 renglones y 5 columnas, partiendo de la
esquina inferior izquierda se quiere llegar a la esquina superior derecha, moviéndose
solamente a través de las lineas de la cuadricula, y solamente hacia arriba y hacia la
derecha. ¢De cuantas formas puede hacerse esto?

Solucién Conjetura: Hay una biyeccion entre los caminos del problema y las
palabras que tienen 3 A’'s y 5 D’s.

Si tenemos una palabra entonces vemos la primera letra si es A entonces nos
movemos una unidad hacia arriba, en caso contrario nos movemos una unidad a la
derecha, como hay 3 A's y 5 D’s al final nos habremos movido 3 veces hacia arriba y
5 veces a la derecha por lo que habremos llegado a la meta.

Si tenemos un camino entonces vemos el primer movimiento unitario, si es hacia
arriba escribimos A, en caso contrario es a la derecha y escribimos D. Al final
tendremos una palabra con 3 A’'sy 5 D’s.

Como demostramos que para cada palabra hay un camino y viceversa, hemos
demostrado la biyeccion.

Para contar las palabras, veamos que hay que escoger 3 de las 8 letras para que
sean A, y las demas seran D’s. Lo que nos da un total de sCs.

Ejercicio El problema de los caminos con 8 renglones y 2 columnas
Ejemplo (Separadores) En una tienda venden 5 tipos de dulce, queremos comprar 20
dulces ¢ De cuantas formas podemos hacerlo?

Solucién Conjetura: Hay una biyeccién entre las formas de comprar los dulces y las
palabras con 4 I'sy 20 O’s

Si tenemos una palabra, veamos cuantas O’s hay antes de la primera |, esa es la
cantidad de dulces del primer tipo que tomaremos. la cantidad de O’s entre la
primera y la segunda | es la cantidad de dulces que tomaremos del segundo tipo y
asi sucesivamente, la cantidad de O’s que hay después de la ultima | es la cantidad
de dulces que tomaremos del 5° tipo. Como hay 20 O’s habremos cogido 20 dulces.
Si tenemos una seleccién de dulces, por cada dulce del primer tipo escribiremos una
0, al terminar escribiremos una |, y proseguiremos con el 2° tipo, continuaremos asi
hasta el 5° tipo en el cual no escribiremos una | al final, habremos escrito una
palabracon200’sy 4 I's

Como demostramos que para cada palabra hay una posible compra y viceversa,
hemos demostrado la biyeccion.

Para contar las palabras, lo haremos igual que en el ejemplo anterior, dando un total
de 24Cy

Ejercicio El problema de los separadores con 6 tipos de dulce y 30 dulces a comprar.
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Problemas

1.

n

10.

11.

12.

13.

Se quiere llegar de la esquina superior a la esquina inferior
izquierda, ¢De cuantas formas puede lograrse esto si no puede
pasar dos veces por el mismo punto y no puede volver a subir?

Una rana quiere llegar al otro lado de un rio, para cruzar hay 20 piedras una tras
otra, la rana solo puede ir hacia adelante y puede saltar cualquier cantidad de
piedras de un solo brinco. ¢ De cuantas formas puede llegar a la meta?

Partiendo del vértice de un cubo de 5x5x5 hecho de alambre se quiere llegar al
vértice opuesto, moviéndose a través del alambre. ¢(De cuantas formas puede
lograrse esto si en cada movimiento tiene que acercarse mas hacia su meta?

Se quiere hacer una escalera con 8 escalones, de largo 3m y de altura 2m. ¢De
cuantas formas puede construirse dicha escalera si la Unica restriccion es que el
ancho y el alto de cada escal6n mida un multiplo de 10cm? (Diferentes escalones
pueden tener diferentes medidas)

Se va a comprar a lo mas 20 gises con 5 posibles colores ¢De cuantas formas
puede lograrse esto?

Se van a comprar 100 helados de 4 posibles sabores, y se quiere comprar al menos
5 helados de cada sabor ¢De cuantas formas puede lograrse esto?

¢ Cuantos términos tiene la expansion de (a+b+c)°® y de qué forma son?

Encuentra cuantos enteros ai, az, ..., agshaytalesque 1<ai<a<...<ag<8.

(Islandia 2009) Hay una mesa redonda con personas sentadas alrededor. Hay 7
mujeres que tienen una mujer sentada a su derecha. Hay 12 mujeres con un hombre
a su derecha. 3 de 4 hombres tienen a una mujer en su derecha. ¢ Cuantas personas
estan sentadas en la mesa?

Una arafia tiene 8 patas, tiene 8 calcetines diferentes y 8 zapatos diferentes.
Encuentra el nimero de formas en el que la arafia puede ponerse los 8 calcetines y
los 8 zapatos (Considerando el orden en que se los pone). La Unica regla es que,
para ponerse un zapato, la arafia debe tener previamente un calcetin en ese pie.
(Brilliant) Hay 100 personas en una fila esperando abordar un avion, a la primera
persona se le olvidd su asiento, entonces escogera un asiento disponible al azar. La
segunda persona pasara y Si su asiento estd disponible se sentara ahi, sino
escogera un asiento al azar y asi sucesivamente. ¢ Cual es la probabilidad de que el
tltimo pasajero se siente en su asiento? (La probabilidad son los casos en los que
pasa dividido entre los casos posibles)

Se hara un intercambio con 5 personas, si nadie puede regalarse a si mismo ¢De
cuantas formas puede hacerse la asignacion?



