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Relaciones de Recurrencias

Ejemplo 1. En un patio cerrado se coloca una pareja de conejos para ver
cuantos descendientes produce en el curso de un ano, y se supone que cada
mes a partir del segundo mes de su vida, cada pareja de conejos da origen
a una nueva.

Fibonacci resuelve el problema calculando el nimero de parejas mes a
mes, y expone sus resultados en forma de tabla. Ademas de las condiciones
expresas en el planteo del problema, supongamos que ningin conejo muere
y que la pareja inicial acaba de nacer. Llamemos F), al nimero de parejas
de conejos existentes al comienzo del mes n. Entonces es claro que F; =1y
F> = 1. En el tercer mes la pareja inicial alcanza su madurez sexual y por lo
tanto engendra una nueva pareja, asi tenemos F3 = 2. Es claro también que
F, = 3. En el quinto mes, la pareja nacida en el tercer mes esta también en
condiciones de procrear, por lo cual nacerdn dos nuevas parejas, y tendremos
F5 = 5. Asi podriamos continuar analizando el nimero de nacimientos mes
a mes. Observemos sin embargo que existe una manera muy sencilla de
calcular el numero de parejas en un mes determinado si se conoce el niimero
de parejas existentes en los dos meses precedentes. En efecto, F, sera igual
a F,_1 (debido a la suposicién de que no hay decesos) mas el nimero de los
nuevos nacimientos, que seran Fj,,_o parejas, ya que ésas son las que en el
mes n tendran dos meses o mas de edad y podran procrear. Es decir que
para todo n > 2 se cumplird la igualdad

Fn: n—1+Fn—2

Aplicando esta relacién es facil computar sucesivamente los términos de
lasucesién F, : F3 = Fi+F,=14+1=2, Fy=F+F3=14+2=3, F;=
Fs+F, =243=5, Fg=F+F=3+5=8, I =F+F =
5+ 8 = 13, etc. Los numeros F, son llamados nimeros de Fibonacci y
tienen muchas propiedades matematicas y aplicaciones interesantes. En la
maturaleza aparecen, por ejemplo, en la disposicion de las hojas en los tallos
de las plantas, de los foliculos en flores como la del girasol, de las escamas de
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la pina, etc. A una relacién como la F,, = F,,_1+ F,_o, en la cual el término
general de una sucesién se expresa como funcién de los anteriores, se le
llama relacién de recurrencia o simplemente recurrencia. Su importancia en
Combinatoria se debe a que la mayoria de los problemas de conteo dependen
de uno o mas parametros enteros, por lo cual la solucién general consiste en
una sucesién con esos parametros como indices, y muchas veces esulta mas
facil encontrar una recurrencia entre los términos de esa sucesién que una
férmula explicita para calcularlos. Ademas el conocimiento de la relaciéon
de recurrencia permite no solamente calcular cudntos términos se deseen
de la sucesion, sino que muchas veces permite también deducir propiedades
de la misma. Es importante observar que una recurrencia, por si sola, no
determina de manera unica una sucesién. Por ejemplo F,, = F,,_1 + F,,_o
, con las condiciones iniciales Fy = 0 y F} = 1, determina la sucesién de
Fibonacci, ya que Fo = Fpy+ F1 =04+1=1, Fs=Fi+FKh =1+4+1=
2, Fy=Fy+F3 =142 =3,y en general cada término queda determinado
por los dos anteriores. Pero si ponemos como condiciones iniciales Lo = 2 y
L; =1, la misma recurrencia F,, = F,,_1 + F,,_o determina otra sucesion, a
saber la 2, 1, 3, 4, 7, 11, 18,..., conocida como sucesion de Lucas.

Ejemplo 2. Supongamos que una persona deposita 10,000 pesos en una
cuenta bancaria que le proporciona un intéres anual del 11%. Si los intereses
se abonan en la misma cuenta, ;Cuanto dinero habra en la cuenta al cabo
de treinta anos?

Sea P, el saldo en pesos de la cuenta una vez transcurridos n amnos.
Como el saldo de la cuenta después de n afnos es igual al saldo de cuenta
transcurridos n — 1 aflos més el interés del ano n-ésimo, la sucesiéon {P,}
satisface la relacién de recurrencia

P,=P,_1+0.11P,_; =1.11P,_,;
con la condicién inicial Py = 10,000. Se puede verificar facilmente que
P,=(111)"F
por lo que
Pyo = (1.11)*Y Py = (1.11)°(10000) = 228, 922.97

Ejemplo 3. Si se puede correr en dos pistas para ejercitarse, la primera de
un kilémetro y la segunda de 2 kilémetros ;De cuantas formas se pueden
correr n kilémetros?

Sea x, el numero de formas que puede correr k kilémetros, notar que si
ya se corrieron n — 1 kilémetros entonces basta con correr una vuelta a la
primera pista, asi como si se corrieron n — 2 kilémetros, basta con dar una
vuelta a la segunda pista.
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Asi x,,_1 cuenta las formas que se puede correr n kilémetros con la ultima
pista usada sea la pista 1 y x,_o cuenta las formas que se puede correr n
kilometros y que la ultima pista usada sea la pista 2. Con esto podemos
llegar a la recurrencia:

Tp = Tp—1+Tp_1,71 = 1,10 =2

La cual es secuencia de Fibonacci.

Problemas

Problema 1. Recuerda que el nimero de permutaciones de n elementos
a1,02,...,0,—1,0, €s P, = nl. Cualquier permutacion de estos elemento se
puede ver como la permutacién de los elementos aq,...,a,—1 y agregar a,
en algin lugar. Determina una relacién de recurrencia para el ntimero de
permutaciones en un conjunto de n elementos.

Problema 2. Se desea subir una escalera de n escalones, y que solo se
pueden dar pasos sencillos (subiendo un escalén) o dobles (subiendo dos
escalones). ;De cudntas maneras puede subirse la escalera?

Problema 3. Un bit es una cadena de 0’s y 1’s. Determina una relacién
de recurrencia para el nimero de cadenas de n bits que contienen dos ceros
consecutivos. jCudles son las condiciones iniciales? ;Cuantas cadenas de
siete bits contienen dos ceros consecutivos?

Problema 4. Muestra que los nimeros de Fibonacci satisfacen la relacion
de recurrencia f, = 5f,—4 + 3fn—5 paran = 5,6,7,... junto con las condi-
ciones iniciales fo =0,fi=1,fo=1,f3 =2y f1=3.

Problema 5. (OJM 2009, Regional, 1o y 20 ) Simén escribe una lista
de nimeros. El primero es 25, y luego cada nimero es la suma de los
cuadrados de los digitos del anterior. Por ejemplo, el segundo en la lista es
22 1 52 = 44 25 = 29, y el tercero es 22 + 92 = 4 + 81 = 85. ;Qué ntimero
aparece en la posiciéon 20097

Problema 6. (Canguro 2013) Una sucesién comienza 1, -1, y a partir del
tercero, cada término es el producto de los dos que lo preceden. ;Cudl es la
suma de los primeros 2013 términos?

Problema 7. (Canguro 2010) De una sucesién z,, se sabe que x; = 1,29 =
2,13 =3y Tp = Tp_3+ Tp_2o — Tp_1 para n > 3. ;Qué nimero ocupa el
lugar 2010 en esta sucesion?

Problema 8. (OJM 2009, Final, 4 o y 5 o ) Una sucesién de nimeros
reales aj, as, as, .. ., satisface la relacién (n+2)a,+1 = na, para todo entero
positivo n. Si a; = 1005, jcudl es el valor de asggg ?



